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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

 Les valeurs et les vecteurs propres d’'une application

Soit f une application linéaire de E vers E.
Un vecteur v de E est dit vecteur proprede f si:

1- Vv=0g

2- JieKtelque: f(v)=Av

Le scalaire A est appelé valeur propre associe a v
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

« Exemple
f:R*°———>R?
(x,y) > (x+3y,2y)
f (—1,5) = (14 ,10)= 2(7 ,5)

(-1,5) n’estpas un vecteur propre de f

[EElOE
est un vecteur propre de f

e est la valeur propre associé a (3,1)
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

e Remarques

1- siveKerf et v=0O,
Alors la valeur propre A associee a v est nulle
2 - si f(v)=4v

Sid u=uv (,u;tO)
alors
si. f(u)=4u
Il S’ensuit qu’a une valeur propre on peut associer

plusieurs vecteurs propres différents
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

 Les valeurs et les vecteurs propres d’'une matrice

Soit M une matrice carrée associe a I'application linéaire f
de E vers E.

On dit que v est un vecteur propre de M associe a la
valeur propre A si :

1- Vv=0g

2- Mv=Av

Le v est donnée en représentation matricielle colonne dim(n,1)

Pr. M. ABID Mathématiques SEG 5



DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

« Exemple
f:R°————>R?

(x,y) > (x+3y,2y)
La matrice correspondante a cette application, dans
la base canonique, est

5 )

On vérifie bien que
e 20
M — —
y) \0 2)\y 2y
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

« Exemple (suite)
Considérons le vecteur (

(_;j n'est pas un vecteur propre de M (f)
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Les valeurs et les vecteurs propres

« Exemple (suite)

o, 3
Considérons le vecteur . on aura :

ik ik

1
@ est la valeur propre associé au vecteur propre de M

3
( j est un vecteur propre de M
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

« Recherches des valeurs propres d’'une matrice

Pour simplifier considérons une matrice carré
d’ordre 2 :
M :Eall ale
a21 a22

Cherchons la condition pour que A possede des
valeurs propres A c’est-a-dire

A 2 == (e,
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

 Recherches des valeurs propres d’'une matrice (suite)
ce qui équivaut a resoudre le systeme en x ety

suivant : {a11x+a12 y=/1x
d,y X+3a,, y:/ly

Soit encore
(a11 —/1)x+a12 y=0

a, X+(a,—4)y=0

gu’on peut écrire sou la forme matricielle
((aﬂ—ﬂb)x+a12 YJ:(an—ﬂ a,, j(xj:(a“ alzJ_(/l OBKXJ:(M 0 )(X]:(Oj
a21x+(a22—/1)y Ay ay—A)\Y Ay 8y 0 4 y y 0
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

 Recherches des valeurs propres d’'une matrice (suite)

La condition pour que A possede des valeurs propres :
c’est que le systeme correspondant possede une solution non
nulle en x et/ou y.

cette condition est
(all _ﬂ*)(azz _ﬂ“)_a?l d;, =0

gu’on peut écrire sous la forme
det(M —A11) =0
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

« Théoreme
Si M est la matrice representative d’une application f de E

dans lui-méme, dans une base quelconque, alors les valeurs
propres de M (f) sont les nombres veérifiant I'eéquation

det(M —A11) =0
Soit a, -4 a, a, . . . 4,
ay -4 8, .. L Ay,
ES) a3 A=A . A3
a, a., a s a,—A
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

e Equation et polyndme caractéristique

En développant le déterminant obtenu , on trouve une
équation du type :

(—)n/I”+an_1/1”‘1+an_2/1”‘2+ ........... +a, A*+a, A+a,=0
C'est de M (f).
Le nombre de racines est inférieur ou égale a n

Le polyndme du premier membre est appelé
de M (f), note
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

« Théoreme d’Alembert_Gauss (suite)

Le polynbme caractéristiqgue P(A) peut s’écrire :

P(A)=(=)" (A=) (A=1,)" e (A-1,)"
ou les r; représentent les racines du polyndme P(A)

et ou

etou r, est une valeur propre de multiplicité m,,
c’est une solution d’ordre m,
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

 Application
Rechercher la (les) valeur(s) propre(s) de la matrice suivante
(1 2 0]
A=|8 1 O
1 4 1]
1-4 2 0
A-21]=0 -4 2
| | 8 1-1 0 |=0 (1—/1)‘ g 1_/1‘=
1 4 1-1

(1—/1)((1—/1)2—16)=0 1=1,5,-3
P(2)=(1-2)((1-2) ~16)=-2’+32+132~15 =~ (1-1)(4-5)(4+3)
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Valeurs propres & polynomes caractéristiques

 Application
Rechercher la (les) valeur(s) propre(s) des la matrices suivantes
21 0
A=|1 0 0
0 0 1+/2
[A-21|=0 A=14+2,1+4/2 112

P(2)=—(3-{z2)) (- 2))

(1+*/§) est une valeur propre de multiplicité 2
(1-v2)  estune valeur propre de multiplicité 1
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

 Déterminations des vecteurs propres d’'une matrice

Une fois les valeurs propres A calculées, les
vecteurs propres u sont déterminés par I'équation

Mu=Au

tel que
U#0 0 estle vecteur nul

Ou encore

(M =A1)u=0 O estlamatrice nulle
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DIAGONALISATION DES MATRICES

Vecteurs propres

 Application
Rechercher la (les) valeur(s) propre(s) de la matrice suivante
1 2 0]
A=|8 1 0 A=5,-3,1
1 4 1]
1-1 2 0 Vx\ (0 (1-2)x+2y+02=0
(A=A1)u=0— 1-2 0 |lyl=|0| > 18x+(1-4)y+0z=0
1 4 1-217 0 Ix+4y+(1-1)z=0
4 ( 4
A= (—4x+2y+0z =0 X=5° *=3
s 8x—-4y+0z=0 — 8 - 8
I y=—2 T y=—
| Ix+4y-4z=0 9 9
Z1=1 z=1
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DIAGONALISATION DES MATRICES

Vecteurs propres

 Application (suite)

A=-3

(4%x+2y+0z=0

N

8Xx+4y+0z=0
|1X+4y+4z=0

A=1

(0x+2y+0z=0
8x+0y+0z=0
1x+4y+0z=0

Pr. M. ABID

4 4
! /
- 3 y——§2 — 3 y——§
! !/
( y:O
—  <<x=0
1 z=1
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

 Application (suite)

1 2 0
Enrésumé pour A={8 1 0 4
1 4 1] d
g
./ 9 A
A, =5 1 7
8
Au, =4, A,=—3 @— —» U= 77
1
0
4,=1 @— » u,=| 0
1
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

 Application
) Rechercher la (les) valeur(s) propre(s) de la matrice suivante
2 1 0
0 0 1+/2

0 (2-2)x+1y+0z =0
}[o] —> Ix—-Ay+0z=0

2—-4 1 0
(A-A1)u=0 - | 1 -2 0 [
0x+0y+(1+ﬁ—/1)z=o

0 0 1+2-2

((1+ﬁ)x+1y+02=0 (x:(l—\/i)y (x:—1+ﬁ
1x—(1—ﬁ)y+02:0 —> 3 y=y — S y=1
0

A=1-/2

.=
0x+0y+2+/22=0
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres
 Application (suite)

x=1+/2
143 B x=1+/2
: ( —>4 y=l
(1—x/§)x+ly+02=0 x=(1+ﬁ)y 220
<1x—(1+ﬁ)y+02:0 —> y=y —>-— rx:(l+ﬁ)a
0x+0y+0z=0 L=t — y=a
g Z:ﬂ

\§
Le choix est fait de tel maniere que les trois vecteurs soient linéairement indépendants

1-J2 1+4/2 (1+x/§)a (x=0
1 1 a 0 = \/E,B;tOVa > ly=0
0 0 Joi Z=1
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs pro

 Application (suite)

En résumé pour A=

Pr. M. ABID

(2 1
1 0
0 0

0
0

1+/2 |

Ores
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Matrice diagonale

 Expression de la matrice dans la base formée par les
vecteurs propres

Une fois les vecteurs propres sont déterminés, on peut
voir qu’ils forment une base :

O={U,,U,,Us,.....,U, }
La matrice associé a I'application linéaire f dans cet

nouvelle base :

0

Pr. M. ABID

0

0 A,

0

0

0
0

Ay o

0

0
0
0

;:'nj

Mathématiques SEG

24



DIAGONALISATION DES MATRICES
Matrice diagonale

« Matrice de passage

La matrice de passage, notéee P, de la base initiale
B={e,,e,.&,.....6 & la nouvelle base v={u,,u,,u;,.....,u, st
construite en mettant en colonne les coordonnées des
vecteurs propres associes a chacune des valeurs propres ::

4, 0 0 0
0 4, 0 . . . 0
0 0 A, . . . O
A P=[u u, u u, |
0 0 0 A
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Matrice diagonale

« Matrice de passage

La matrice A de f relativement a la base B={91,ez,eg,
etla matrice A relativement a la base v={u,,u,,u,,.....,u, |
semblables :

A=P1AP
OuU encore . N
A=P AP
Propriéteé :
AK=PA P
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

 Application

Considérons l'application

f:R° >R’
(% Y,2) > (x+2y,8x+y,x+4y+1)

La matrice de I'application dans la base canonique

>

Il
= O
A PN
, O O

Pr. M. ABID Mathématiques SEG

27



DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

Application (Sulte)

La matrice de I'application dans la base des vecteurs propres de A

5
A=|0
0
La matrice de passage
G
9 7
p=|3 8
9 I
1 1 1
Pr. M. ABID

0 0
3 0
0 1

9

8

pio L

8

-2
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DIAGONALISATION DES MATRICES
Vecteurs propres

» Application (suilte)

La puissance 5 de la matrice A sera donnée par

~5
AS=PA’ P

s g7 0 s 1 °
: 0 8 8 5 0 0f 77
A R R MR B PR T
4 1] 1 1 1110 0 1 P _E .
) _ | | i 8
5 0 0 [55 0 0
0 3 0 =10 -3 0
0 0 1 0 0 1

Pr. M. ABID ‘Mathématiques SEG



	DIAGONALISATION DES MATRICES
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Les valeurs et les vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Valeurs propres & polynômes caractéristiques
	DIAGONALISATION DES MATRICES �Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Matrice diagonale
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Matrice diagonale
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Matrice diagonale
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres
	DIAGONALISATION DES MATRICES � Vecteurs propres

